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摘 要 : 本 文 考虑 已 知 工 件 最 大 加 工时 间 的 三 台 同 类 机 半 在 线 问 题 。 三 台 机 器 的 速度 分 别 为 sl = r, s2 = 
1,s3 二 8 > 1,1<r<s， 工件 是 一 个 一 个 独立 地 到 来 ， 工 件 的 信息 是 逐个 释放 的 ， 但 所 有 
工件 中 加 工时 间 为 最 大 的 工件 的 加 工时 间 是 已 知 的 ， 目 标 函 数 为 极 小 化 最 大 机 器 负载 。 本 文 
证 明 任何 解 此 问题 的 算法 竞争 比 的 下 界 为 3/2 且 给 出 Qmax3 算 法 并 证 明 此 算法 的 竞争 比 不 大 
于 2+s+D(] < s< 2) 和 rt2stl(s > 2)。 


Qr+s 
关键 词 : 排序 ， 半 在 线 ， 竞 争 比 
分 类 号 : AMS(2000) 90B35; 90C27 中 图 分 类 号 : 0223 文献 标识 码 : A 


请 
Dil 


排序 (scheduling) 问题 是 研究 在 满足 一 定 要 求 的 条 件 下 ， 如 何 安 排 有 限 资源 以 达到 某 种 意义 
下 的 最 优 结果 的 研究 分 支 ， 它 是 组 合 最 优化 领域 中 的 一 类 重要 问题 ， 具 有 重要 的 理论 意义 和 广 
泛 实际 背景 的 。 它 产生 的 主要 背景 是 机 器 制造 ， 后 来 被 广泛 应 用 于 计算 机 系统 、 运 输 调 度 、 生 
产 管 理 等 领域 。 根 据 我 们 对 排序 问题 掌握 的 信息 多 少 ， 可 把 排序 问题 分 为 三 类 : 离线 、 在 线 、 
半 在 线 。 半 在 线 排序 问题 是 指 排序 者 在 排序 前 知道 问题 的 部 分 信息 ， 例 如 已 知 工 件 最 大 加 工时 
间 ， 己 知 工件 总 的 加 工时 间 等 。 这 类 既 不 是 离线 (off-line)， 又 难以 归 为 在 线 (on-line) 的 问题 我 
们 称 之 为 半 在 线 (semi on-line) 问题 。 

自 1996 年 半 在 线 概念 提出 以 后 ， 已 经 出 现 了 多 种 半 在 线 模型 上 3]。 在 1999 年 ， 何 和 张 团 $B 
出 了 一 个 已 知 工 件 最 大 加 工时 间 的 新 半 在 线 模 型 ， 这 是 一 个 研究 得 比较 多 的 半 在 线 模型 。 在 
本 文中 我 们 用 *| known largest job |* 来 表示 此 模型 ， 这 里 的 第 一 个 “* ”表示 机 器 环境 ， 第 二 
个 “*?” 表 示 最 优 准 则 。 文 [3 给 出 了 求解 P2| known largest job |Cmax 问题 的 最 优 算法 PLS， 
其 竞争 比 为 4/3。 文 献 侠 进一步 证 明了 PLS 算 法 也 是 求解 P2| known largest job |Cain 问题 
的 最 优 算法 ， 其 竞争 比 为 3/2。 对 于 Q@2|known largest job |Cmax 问题 ， 文 献 辐 给 出 了 竞争 
比 为 3/2 的 MLS 算 法 ， 并 证 明 此 问题 的 下 界 为 V2。 文 献 [6] 进 一 步 考 虑 了 此 问题 ， 给 
了 Q@max2 算 法 并 证 明 此 算法 的 参数 竞争 比分 别 为 

or!) l<s<2 和 sia s> 2. 
st+2 ’ = s’ 

文献 个 则 考虑 了 Q@2| known largest job |Cmin 问题 ， 给 出 了 Cmin 算法 ， 并 证 明 此 算法 的 参数 
竞争 比 为 AD. Hs = 1 时 ， 其 竞争 比 与 文献 [ 引 的 结果 是 一 致 的 。 文 献 [8,9] 分 别 考虑 了 三 
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台 机 器 的 情形 。 文 献 [8] 考虑 了 Q3| known largest job|Cnin 问题 ， 其 中 三 台 机 器 的 速度 分 别 
为 s1 = 32 二 1, 1 < S = 83> 给 出 了 Cmin3 算法 ， 并 证 明 了 此 算法 的 竞争 比 为 


ete \ 


2 
max { > 248 


且 当 1 < s < 2 时 算法 为 最 优 。 对 于 更 一 般 的 情形 ， 不 妨 假 设 三 台 机 器 的 速度 分 别 为 s1 = 
1,sg=7,s3=8,1<r<s, 文 [9j 给 出 了 min3 算 法 ， 并 证 明 此 算法 的 竞争 比 为 


Stril) 
l+r+s 


此 问题 的 竞争 比 下 界 为 max{f2,r}。 由 于 在 现实 生活 中 精确 地 知道 工件 的 最 大 加 工时 间 是 
比较 困难 的 ， 我 们 一 般 只 能 知道 最 大 工件 的 加 工时 间 在 某 一 个 范围 比如 属于 [p, rp] 内， 
这 里 p 为 大 于 0 的 常数 。 文 献 [10] 考虑 了 这 种 情形 ， 并 称 之 为 半 在 线 模型 的 松弛 ， 记 
为 *|known largest jobinterval |*。 文 献 [10] 分 别 考虑 了 P2|known largest job interval | Cmax 问 
题 和 P2| known largest jobinterval | Cmin 问题 ， 给 出 了 PInterval 算 法 并 证 明 : 

1) 当 1 <r<2 时 ，PInterval 算 法 解 P2|known largest job | Cmax 问题 的 的 竞争 比 为 


max{ +1, 


2(1 +r) 
2+r ` 


当 r > 2 时 其 竞争 比 为 3/2 且 是 最 优 的 。 

2) 当 1 <r < 2 时 ，PlInterval 算 法 解 P2|known largest job interval|Cmin 问题 的 竞争 
为 1 十 3; Är > 2 时 其 竞争 比 为 2 且 是 最 优 的 。 对 于 P2| known largest job interval |Cmax 问 
fA, SCAR [11] 给 出 算法 MPLS， 并 证 明 此 算法 的 竞争 比 为 

2(1+r) 
age 
时 此 算法 为 最 优 ， 同 时 给 出 了 该 问题 的 一 个 参数 下 界 。 

本 文 考虑 Q@3|known largest job |Cmax 问题 ， 这 里 三 台 机 器 M1, Mo, Ms 的 速度 分 别 假设 
Asi = 7,s2 = 1,ss 二 8s>1,1<r<s。 本 文 的 第 二 节 给 出 Qmax3 算 法 ， 第 三 节 证 
明 Q@max3 算 法 的 竞争 比 不 大 于 

2(r+s+1) 
2r +s 


BUHE Q max 3 FIERE Q3| known largest job [Cmax 问题 的 竞争 比 不 大 于 


，1<r<x2 且 当 refl, v5-1] 


， Ll<s<2. 


2 1 
(7 十 8s 十 y 1<s<2 和 a PRAT 
2r+s r+s 


第 五 节 是 结论 ， 证 明了 任何 算法 解 此 问题 的 竞争 比 的 常数 下 界 为 3/2。 


2 Qmax3 算 法 


在 给 出 算法 之 前 先 定义 几 个 符号 ， 用 工 (Mi) (i = 1,2,3) 表示 加 工 过 程 中 某 阶 段 机 器 M; 的 
负载 ， 即 当前 已 分 给 机 器 Mi; 加 工 的 工件 的 总 加 工时 间 与 机 器 速度 的 比值 ， 在 不 致 引起 混淆 
的 情况 下 我 们 仍 用 Mi 表示 。 用 pmax 表示 最 大 的 加 工时 间 ， 某 个 工件 在 机 器 M2 上 的 加 工时 间 
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是 Pmax 则 称 此 工件 是 一 个 最 大 的 工件 仍 用 pmax KR, H e 表示 当前 需要 安排 的 工件 及 其 所 需 
加 工时 间 。 

下 面 给 出 Q max3 算 法 ，Q max3 算 法 是 由 NPLS 算 法 和 LS 算法 组 合 而 成 的 。 

Q max 3 算法。 

步骤 1 wRi<s <2, WHER2. MRs>2, WHR. 

步骤 2 根据 NPLS 算法 加 工 所 有 工件 。 

步骤 3 根据 LS 算法 加 工 所 有 工件 。 

NPLS 算法 。 

步 又 1 如 果 aa 

M+-<~, 
r s 


则 把 当前 工件 x 放 在 机 器 My 上 加 工 ， 否 则 转 步 骤 2。 
步骤 2 wR 


Mə 十 工艺 Paa, 
则 把 x 放 在 机 器 M 上 加 工 ， 否 则 转 步骤 3。 


步骤 3 如果 
fpe max 


M 十 Z > —— 
则 转 步 又 4。 否则 ， a x # Pmax’ 则 在 机 器 Mı, Mə 上 按 LS meee T; 车 zx = Pmax’ 如 
R 


NIJE r ENLA Ma 上 加 工 ， 如 果 
pu 
8 


T 
M3 + — 2- 


则 转 步 又 4。 

步骤 4 在 机 器 Mi, Mo, M3 上 按 LS 算 法 加 工 ， 即 把 工件 x 安排 在 能 使 其 最 快 完工 的 机 器 
上 加 工 。 

重复 执行 以 上 各 步 直到 不 再 有 新 工件 到 来 为 止 。 在 执行 算法 过 程 中 ， 如 果 存 在 多 台 机 器 同 
时 可 以 安排 工件 z， 则 把 它 安排 在 从 未 安排 过 工件 的 机 器 上 加 工 ;， 若 不 存在 这 样 的 机 器 则 把 工 
件 z 安排 在 速度 最 快 的 机 器 上 加 工 。 


3 Qmax3 算法 在 1 < s<2 时 的 竞争 比 


本 节 假 定 1 < s < 2。 由 NPLS 算法 以 及 LS 算法 易 知 下 面 引 理 1、 引 理 2 成 立 。 
引 理 1 
1) 不 论 加 工 进行 到 哪 一 阶段 都 有 


a) Mi— Mi < P2 (i = 2,3); b) Mi— M2 < pmax (i = 1,3) 成 立 ; 
2) 当 Ms > EEN, RER 


M; — M; < EY, i= 1,2, 
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证 明 ”首先 证 明 结论 a)。 
i) #7 Mo -Mı > Pmax , 则 Mz — Mı > Pmax , 从 而 此 时 安排 在 机 器 M2 上 最 后 一 个 工件 (不 
妨 设 为 z] 是 根据 LS 算法 安排 的 ， 因 此 My < Mi + =， 可 得 Ms ~ My < Ps， 与 假设 矛盾 。 


ii) Æ M3- Mı > P=, I 
Mg > Pass > Pmax 


S 
Bl Ms > Pex, MIIR Ma 上 至 少 安排 了 两 个 工件 。 不 妨 设 安排 在 机 器 Mg 上 的 第 一 个 工 
件 为 zal， 最 后 一 个 工件 为 zaj。 若 zal = pmax， 此 时 zsl 安排 在 机 器 Ms 上 是 执行 NPLS 算法 
步骤 3 或 步骤 4 的 结果 ， 不 管 是 执行 哪 一 步 ，zray 安排 在 机 器 M3 上 一 定 是 执行 NPLS 算法 步 
又 4( 即 LS 算法 ) 的 结果 ， 从 而 

Mi pae £ > Ms, 

即 

Pm 


M3 — Mı < Tu ç Poe 》 
r 


与 假设 矛盾 。 若 zsl A Pmaxr WR zsy 是 按 Gis 算法 步骤 3 安排 的 ， 则 
Po, 


Z3 = Pmax, M3 < 


Mi ef 3% Tar > 2Pmax 
r s 
得 
Mı > 2Pmax _ Tz 
Z 8 元 ’ 
从 而 


M3- Mı < 


2pmax = (Se Za) 这 Pmax 
8 s r ro’ 


与 假设 矛盾 。 如 果 zay 是 按 NPLS 算法 步骤 4 安排 的 ， 则 由 Mi +2 > Ma， 得 
M3 —M, < < Pax 
r 


与 假设 矛盾 。 

其 次 证 明 结论 b)。 设 工件 z 是 安排 在 机 器 Mi 上 的 最 后 一 个 工件 ， 若 z 是 由 步 又 1 安排 的 ， 
则 显然 有 Mi <x, Rik Mi 一 M2 < pmax。 若 z 是 由 步骤 3 或 步骤 4 安排 的 ， 由 于 此 时 对 机 
器 Mi, M2 来 说 都 是 由 LS 算法 安排 工件 ， 因 此 有 M2 十 z > My, BM, - Ma <2 < pmaxe 

设 工件 y 是 安排 在 机 器 Ma 上 的 最 后 一 个 工件 ， 若 y 也 是 第 一 个 工件 ， 则 当 y = pma 时 易 
知 Ms = Pumas, 显然 

M3 — M2 < Pax < Pmax, 


而 当 y A pmax 时 ， 则 y 是 由 步骤 4 安排 的 结果 ， 此 时 y 十 M2 > Msa， 可 得 M3 一 M2 <y< 
pmax。 若 y 不 是 第 一 个 工件 ， 则 机 器 上 至 少 安排 了 两 个 工件 ， 下 面 类 似 于 a)ii) 可 证 得 结论 成 
立 ， 此 处 略 。 

最 后 证 明 结 论 2)。 设 工件 z 是 安排 在 机 器 M 上 的 最 后 一 个 工件 ， 若 z 安排 在 机 器 Mi 上 是 
步骤 1 的 结果 ， 则 M < Pmax, 显然 


— M3 < Pmax 
s 
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车 z 安排 在 机 器 M1 上 是 步骤 3 HAR, MM < 2pmax, 显然 
Mi— Ms< a 


着 = 安排 在 机 器 Mi SEPIA, MM < Ms + Pee, MM — My < Pa。 类 似 可 
证 Mz — M3 < Pmax 。 
引 理 2 Aa IK NPLS 算法 步骤 4 安排 在 机 器 Ma 上 加 工 的 工件 ， 则 


2 
r+rM > 全 Pax ， z+ My > 2e, 
s 8 


引 理 3 设 最 后 一 个 工件 pn 到 来 前 各 机 器 Mi (i = 1,2,3) 的 负载 分 别 为 Mi, Mo, M3. 
1) WẸ M > pmax, 则 


(r +s+ 1) max{ Mı, M2} 2 2(r 十 5 十 1). 
rMı + Mo+sM3+ pn 2r 十 9 ’ 


2) 如 果 Ma > PEE, 则 
(r+s+1)M3 < 2 十 5 十 也 
rM, + M2 + sMs+ pn 2r++s ` 


证 明 1) 根据 引 理 1 和 引 理 3 的 已 知 条件 ， 可 得 


Pat = Pmax < SM3. 


s(Mı — M3) <sx 


因此 (2r + s)M, < 2(rM, + M2 十 sMs 十 pn)， 从 而 


(r+s+1)Mı <2 ts+1) 
rMı + Mə + sM3 + pn 2r +s ` 


又 因为 
2r(Mz — My) < 2r x Pose = 2pmax < 28Ms, 
故 (2r + s)M2 < 2(rMı + Mz + sM3 十 pn)， 从 而 
(r+s+1)M2 2(r+s+1) 
rMı + Mə + sM3 + pn 2r+s 

2) 易 知 此 时 在 机 器 Ms 上 至 少 有 两 个 工件 。 不 失 一 般 性 ， 设 安排 在 机 器 M3 上 的 头 两 个 工 
件 按 其 加 工时 间 大 小 排列 为 xz, y (£ < y < pmax)。 下 面 分 两 种 情形 来 证 明 。 

情形 1 Pues < M3 < Pwer, 

显然 z < pmax， 且 工件 z 安 排 在 机 器 Mz 上 加 工 是 执行 算法 步骤 4 的 结果 ， 因 此 由 引 理 2 知 


2 ac 2 
z+rMi > oe z+ M > P, 
5 S 


Hy > xz 进一步 可 得 


2 
ytrM, > oa 
s 


2 
y + M > Pr, 
S 


因为 工件 x 和 yy 都 是 安排 在 机 器 Ms EWE, sMs > x 十 y， 从 而 


27rpmax 2Pmax : 
s S 


rMı + M2 + sM3 > rM + Mo+a+y> 
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am 2 2 2 2 
(2r + s)Ms < (2r +s) x Pm < < Mott) 


因此 (2r + s)Ms < 2(rM, + M2 + sMs + pn)» ae 


(r +s+ 1)M3 < 2r +s+1) 
8M, + M2 + sM3 + py 2r+s ` 


情形 2 M> Pex, 


8 
根据 引 理 1 可 得 
2r(M3 — Mı) < 2r x <= Pmax = 2pmax < sMs, 


从 而 (2r + s)Ma < 2(r Mı + Mz + sM3 + pn)» 因此 


(r+s+1)M3 2(r 十 s 十 1) 
rMı + Me+sM3 + pn 2 +s ` 


定理 1 Q@max3 算 法 解 Q3|known largest job|Cmax (1 < $ < 2) 问题 的 竞争 比 不 大 于 


2(r+s+1) 
2r+s ` 
证 明 当 1 <s<2 时 , 由 于 执行 Qmax3 算 法 其 实 是 执行 NPLS 算 法 , 因此 我 们 把 Co maxs 
(J) 表 示 成 CpLs(J)。 如 果 没 有 特别 说 明 在 本 节 以 下 部 分 中 所 说 的 算法 均 指 NPLS 算 法 。 
为 方便 起 见 ， 不 妨 设 pn 是 最 后 一 个 到 达 的 工件 ， 三 台 机 器 在 pi 被 安排 之 前 的 负载 分 别 
用 Mi, M2, M3 来 表示 。 我 们 分 三 种 情形 考虑 。 
情形 1 M; < Pmt. 


2pm 2 m 
Mı < Pm M2 < eae, Cypis(J) = max { Mi, M2, Mg + Paer), 


(J) > rMı + Mz + sMs + Pn 
= l+rt+s ` 


1) 如 果 CNPrs(.J) = Mi， 则 由 


3M, 一 5M2 = s(Mı — M2) < spmax < 2s (Ms 十 Past, 


2rMı + sMı < 2rM, + 2Mz 十 2s( Ms + Paw), 


CNPLS(J) < (l+r+s)M 2 2(r +s+ 1) 
CT) T rM,+Mo+sM3+pn 7 2r+s ` 


2) ”如 果 CNpLs(J) = M2， 则 由 


2r(Mz — Mi) < 2r x Past = 2Pmax < 2s (Ms + max) 
s 


ei 


2r Ms + sM2 < 2rMı + 2Mə + 2s( Ms + Peer), 
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从 而 
CNPLS(J) < (1+r+s)M2 <2 r+s+1) 
C*(J) ~— rMı + M2 +sM3+pn7 2r+s 
3) WMR Cypis(J) = Ms + Pm. 
车 Ms =0, WM, < P=, My < Pam, KSEE. 
车 Ma > 0， 则 M2 > 0， 从 而 由 引 理 2 知 sMa + M2 > Pex > pmax。 因 为 


27 (Ms $ Prax - M1) <2rx Pe = 2pmax < Mo + sM3 + Pmax, 


所 以 
(2r + 8) (Ms + Prex ) < 2rMı + 2M2+ 2s (Ms 十 Peer )， 
s 8 
从 而 
Cnpis(J) < (1 十 7 十 5)(AMs 十 Pm) 2(r+s+1) 
C*(J) T rMı + Mz + sM3 + pnr 2r +s ` 
注意 到 


CNPLS(J) < 2 十 5 +1) 
C*(J) Sots” 
且 当 7 一 工时 ACY = 2。 但 我 们 可 以 证 明 即 使 是 r = 1, NPLS 算法 的 竞争 比 还 是 小 于 2。 这 
是 因为 此 时 My, Mo, Mg + 2mm 都 小 于 Pe, fi O*(J) > Bmx, Mii SSeS <2, 
情形 2 Ms = P, 
易 知 


2 
M; < Ta i=1,2. 


如 果 工 件 pw 不 被 安排 在 机 器 Ms 上 ， 此 时 相当 于 情形 1 中 Ms = 0 的 情形 ， 因 此 仅 需 证 明 p 安 
排 在 机 器 M3 上 加 工时 结论 成 立 。 此 时 不 管 工件 mm 是 不 是 最 大 工件 都 是 执行 算法 步骤 4 的 结 
果 ， 因 此 

M, +” > M+”, Mz + pn > M3 +? 
故 
(2r + 8) (Ms re Pr) < 27 (Mi + 2e) + s(M2 + pn) < 2(r Mı + pn) + 2(M2 + pn) 
= 2(rMi + M2 + Pn + Pn) < 2(rMı + M2 + 85M3 + pn). 


从 而 


(十 s 十 1)(Mas + 2) < 27+s+1) 
rMı + Mz +s5sMz3+pn 7 2rt+s | 
结合 引 理 3 可 得 


CNprs(v) _ (r+s+1)max{Mi, M2, M3 + Pa} E 2(r+s+1) 
C*(J) S rMı 十 Mo + sM3 十 pn 一 +s ` 


CNPLS(J) < 2r +s+ 1) 
C*(J) 7 2r+s ’ 
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且 当 r = 1 时 2) = 2。 下 面 证 明 当 r = 1 时 Ses) < 2， 只 需 证 明 当 pn 安排 在 机 
器 M3 上 加 工时 结论 成 立即 可 。 设 z (其 加 工时 间 也 用 z 表 示 ) 是 已 安排 在 机 器 Ms 上 且 加 工时 
间 为 最 小 的 工件 。 

若 z < es， 则 由 NPLS 算 法 知 


Mı > =, Mo > Par, 


册 
Pmax < M3 + Pn < 2Pmax 
sS 8 S 
知 
C*(J) > ka CNPrs(J) < ard 


从 而 Sess) < 2。 

Hig = Pus, HFS < kus, HLM, 上 至 少 已 经 安排 两 个 工件 。 又 因为 pgex > Pae, 
因此 机 器 Ms 上 有 且 只 有 两 个 工件 。 又 易 知 pn = Pmax, Mi > 0, Mz > 0。 从 而 C*(J) > 
Pmax, i Curis) < 2, 

若 z > Pox, EN BE M 上 有 且 只 有 一 个 工件 ， 因 而 是 最 大 工件 。 这 是 因为 车 机 
器 Ms 上 已 经 安排 有 两 个 以 上 的 工件 ， 则 Ma > ?Psez > Bmx, Xi Ms = Pe 矛盾 。 

WR pn < Pmax ， 则 

Mı > Ener M2 之 Pras 
S S 
从 而 C*(J) > a=, i ROD < 2。 
WR pr > Pa, HARUN M > 0，M2 > 0。 由 
M2 Pmax 


Mı + — > 》 
T s 


(否则 ， 由 NPLS 算法 知已 安排 在 机 器 Mo 上 加 工 的 工件 都 应 该 安排 在 机 器 Mi 上 加 工 ，) 可 得 


Fe Pmax CNPLS(J) 
C (J) > Pa, CI) < 2. 


情形 3 Ms > =, 
1) pn 被 安排 在 机 器 Mi LOL. HM + 8 < M2+pn 及 s < 2 得 


(2r + s)( Mi +?) < ar(My +22) +2M + pn) < 2rMi + Ma + 8M3 + pn), 


结合 引 理 3 可 得 


Cypis(J) — (r +s +1) max{Mi +, M2, M3} _ 2(r+s+1) 
C*(J) 7 7M, + Mz + sM3 + Pn 2r +s ` 


2) pn 被 安排 在 机 器 M2 上 加 工 。 
H M + pn < M +" Ks < 24 


(2r + 8)(Mz + Pn) < 2r(Mi + ©) + 2(Ma + pa) < 2(rMi + Ma + sMs + pn), 
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结合 引 理 3 可 得 


Cypis(J) < (ts +1) max{Mi, M2 + Pn, M3} 2 2(r+s+1) 
Cr*(J) 一 rM, + M2 + sM3 + pn 2r+s ` 


3) py 被 安排 在 机 器 Ma 上 加 工 。 由 


Ms +™ <M+”, Ms + 72 < Ma + pn, 
及 s < 2 得 
(2r + s) (Ms+e) <2r(my + 22) + 2(M2 + pn) < 2(rMı + Ma + 8M3 + pn), 


结合 引 理 3 可 得 
CNPLS(J) 2 (7 十 s 十 1)max{Mi, M2, M3 + 2} £ 2( +s+ 1) 
Cr*(J) 一 rM, + M2 + sM3 十 pn 2r+s 


至 此 ， 定 理 1 获 证 。 


4 Q@max3 算 法 在 s > 2 时 的 竞争 比 


定理 2 Q max3 算 法 解 Q3|known largest job |Cmax 问题 的 竞争 比 不 大 于 


2(r+s+1) r+2s+1 
ar+s r+s 


证 明 当 1 <s<2 时 结论 已 经 成 立 。 当 s > 2 时 ， 由 于 执行 Q max3 算 法 其 实 是 执行 LS 算 
法 ， 因 此 我 们 把 Ce max3(J) 表示 成 Crs(J)。 不 妨 假设 Qmax3 算 法 结束 时 机 器 Mi 的 负载 分 别 
是 Mi (t= 1,2,3)， 下 面 分 三 种 情形 来 讨论 。 

情形 1 如 果 机 器 Ms 的 负载 是 最 大 的 。 

不 妨 设 工件 y 是 安排 在 机 器 Ma 上 的 最 后 一 个 工件 ，M? (i = 1,2,3) 表示 工件 y 未 安排 前 机 
器 Mi; 的 负载 。 显 然 


, l<s<2, 和 , s>2. 


MY +2 > Mp, Mj + 2 > Mp. 


又 因为 Mi > MÏ, M3 > Mj, tk Mı > M2 一 24，Ms > M2 一 4¥。 结合 Mo > y EA 


(r +s +1)M2 2 (r+s+1)M2 2 (r+s41)y _7 十 s 二 1 -7 十 28 十 1 
rM+M2+sMs T (r+s+lM — 2y T (r+s+1)y-2y r+s-—1 r+s ` 
因此 
CLs(J) (r +s+ 1)max{ Mı, M2, M3}  (r+s+1)M2 2 r+2s+1 
C*(J) <3. 7M, + Ma + sM3 — rMı + M2 + sM3 r+s ` 
情形 2 如 果 机 器 Mi 的 负载 是 最 大 的 。 
1) 者 
Ms (r + 2s + 1) Pmax 
(r+ s)s 
r+2s+1 
Ris < 一 一 . 


r+s 
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2) 车 
(r +28 + 1)pmax 


Mı > (r+s)s 


i 


此 时 易 知 M3 > Mı 一 Pmax 。 因此 


(r+s+1)M, 2 (r+s+DM _ (r+s+1)Mı 
7M, + M2 + sM3 一 rM,+5(M, = Pmax ) (r+ s)Mi — Pmax 


(r+s+ 1) Cet pmax _ 7 十 2s 十 1 


= (r + s) tet RP 一 pmax r+s 

故 
Cus(J) _ (r +s+ 1)max{Mı, M2, M3} __(r+s+1)Mı r+2s+1 
C*(J) T rM, + Mə + sM3 rMı +Mz+sM3 7 r+s ` 


注意 到 当 r = 1 时 HH = 2， 下 面 证 明 此 时 GO < 2。 结 论 是 显然 成 立 的 ， 因 为 
当 = 工时 机 器 My 与 机 器 Ma 的 作用 是 等 价 的 。 由 情形 1 知道 此 时 

Cis(J) p r+s+i1 

C*(J) 7 二 5 一 1 

情形 3 如果 机 器 Ms 的 负载 是 最 大 的 ， 与 情形 2 类 似 可 得 


Cis(J) p (r +s+ 1)max{ Mı, M2, M3} (r+s+1)Ms r+2s+1 
C*(J) 一 rMı + M2 + sM3 rMi+M:+sM3 7 r+s ` 


<2. 


下 面 证 明 当 r = 1 时 SS < 2。 显 然 下 不 等 式 成 立 


< 2. 


Cis(J) Z (s+2) max{ Mı, M2, M3} _ (s + 2)Ms <2+s 
C*(J) ~ M, + M2 + sM3 = M, + Mp + sM; = S 


结合 定理 1， 知 定理 2 成 立 。 


5 ”结论 


由 文献 [12] 知 当 si; = 1(i = 1,2)，ss = s > 1 时 ,LS 算法 是 解 Q3||Cmax 问题 的 最 优 算 
法 ， 其 竞争 比 为 2。 比 较 自然 地 会 想到 LS 算法 解 Q3|known largest job |Cmax 问题 的 竞争 比 会 
不 会 有 所 改进 ? 下 面 的 实例 说 明 LS 算 法 的 竞争 比 仍 为 2。 不 妨 假设 机 器 的 速度 分 别 为 s1 = 
1+e, 82 二 1, s3 = s 二 2 一 e (e 为 很 小 的 正 数 )， 最 大 工件 的 加 工时 间 为 pee 考虑 工件 集 


{ 4 _ 14+2€ = 20+) 
P= i Tegel AT =e) + 


显然 按 LS 算法 此 三 个 工件 都 应 该 放 在 机 器 Ma 上 加 工 。 此 时 
L+ TE + Gea 
2-€ 


2(1 + 2e) 
(1 — 22)?(2—e)’ 


Cis = 3 C* = 


MAT Ris = 2(e 一 0). 
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上 例 表明 即使 是 已 知 工件 的 最 大 加 工时 间 ，LS 算法 的 竞争 比 也 不 会 改进 。 如 果 此 例 是 
按 Qmax3 算 法 安排 工件 则 @max3 算 法 是 最 优 算 法 ， 由 此 可 知 @max3 算 法 与 LS 算法 相 比 具 
有 一 定 的 优越 性 。 这 是 因为 @max3 算 法 是 在 速度 最 快 的 机 器 上 预先 留 有 一 段 空 间 (2Peex ) 放 
最 大 工件 ， 但 预 留 空间 的 时 间 不 会 太 久 。 如 果 最 大 工件 迟 迟 不 到 而 当前 工件 安排 在 前 两 台 机 器 
上 又 会 使 得 它们 的 负载 大 于 或 等 于 22es* ， 此 时 不 再 等 待 而 是 按 LS 算法 把 当前 工件 安排 在 能 
使 其 最 早 完工 的 机 器 上 加 工 。 这 样 就 使 得 各 人 台 机 器 的 负载 相差 不 会 太 大 ， 避 免 了 当 安 排 完 最 后 
到 来 的 最 大 工件 时 机 器 的 负载 相差 较 大 这 种 情形 。 因 此 若 最 大 工件 来 得 较 晚 则 Qmax 3 算法 优 
越 性 更 明显 。 上 例 中 如 果 工 件 集 为 


{ _ 2(1 + 2e) _ 14+2e =1} 
PL pay aT peg ee > 


则 两 算法 都 是 最 优 的 。Qmax3 算 法 的 竞争 比 的 优越 性 还 表现 在 其 是 参数 形式 且 含 有 两 个 变 
量 ， 一 般 竞 争 比 参 数 形 式 都 是 一 个 变量 很 少 有 含 两 个 参数 的 竞争 比 。 根 据 @Qmax3 算 法 竞 
争 比 的 表达 形式 我 们 可 以 求 出 不 同 的 机 器 速度 所 对 应 的 竞争 比 。 为 了 更 好 地 比较 max3 算 
法 的 竞争 比 我 们 给 出 问题 的 常数 下 界 3/2。 此 下 界 可 由 下 面 的 实例 得 到 : 假设 机 器 的 速度 
分 别 为 s1 = 1+s s =1, s3 = s = 2(e > 0)， 最 大 工件 的 加 工时 间 为 2。 考 虑 前 三 个 工 
ttp =1, p = 1，ps = 2。 若 算法 4 把 把 其 中 两 个 工件 安排 在 同一 台 机 器 上 ， 则 Ca > 3， 
而 C* = 1， 从 而 Ra > 33。 故 不 妨 假设 三 个 工件 分 别 安排 在 不 同 的 机 器 上 ， 且 易 知 最 大 工件 应 
该 安排 在 机 器 Ms 上 。 此 时 最 后 两 个 最 大 工件 到 来 ， 不 论 如 何 安 排 这 两 个 工件 ，C4 > gh, 
而 C* = 2， 从 而 Ra > 3。 

由 于 问题 本 身 所 具有 的 复杂 性 ， 我 们 仅 给 出 了 任何 算法 解 Q3l known largest job |Cmax 问题 
竞争 比 的 常数 下 界 为 3/2 而 非 参 数 形式 的 竞争 比 下 界 ， 因 此 给 出 一 个 较 好 的 参数 竞争 比 下界 是 
一 个 值得 进一步 研究 的 问题 。 另 外 我 们 这 里 考虑 的 问题 仅仅 是 当 m = 3 时 的 情形 ， 是 否 可 以 把 
结果 推广 到 更 一 般 的 m > 4 情形 呢 ? 这 也 是 一 个 值得 深入 研究 的 课题 。 
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Semi-online Scheduling Problem on Three Uniform Machines with 
the Known Largest Job 


LUO Run-zi!, SUN Shi-jie?, HE Long-min? 


(1- Department of Mathematics, Nanchang University, Nanchang 330031; 
2- Department of Mathematics, Shanghai University, Shanghai 200444) 


Abstract: In this paper, we investigate a semi-online scheduling problem on three uniform machines, 
Three speeds sı = r, s2 = 1, s3 = s > 1, 1 <r < sare associated with machine M; (i = 1,2,3), 
respectively. The jobs arrive one by one without knowledege of sucessive jobs, but the processing time 
of the largest job is known in advance. Our goal is to minimize the Cmax-the maximum workload of 
three machines. For this problem, we give a Q max 3 algorithm and prove its competitive ratio is not 
greater than aoe (1< s < 2) and reget (s > 2), while its lower bound is 3/2. 

Keywords: scheuling; semi-online; competitive ratio 
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